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Abstract

調和級数が 30を超える地点を、e30−γ の数値計算だけを使って求める (γはオイラー定
数)。結果は 6000022499693である。この方法は数理的に面白い。
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1 調和級数がHを超える地点
調和級数

Hn =
n∑

k=1

1

k
(1.1)

と正の数Hに対して、

Hn ≥ H , Hn−1 < H (1.2)

を満たす nをN(H)とする。また、オイラー・マクローリンの公式 (付録A)より、

Hn = f(n) = γ + lnn+
1

2n
− 1

12n2
+O(n−4) (1.3)

であるので、

f(n(H)) = H (1.4)

とすると、

N(H) = ⌈n(H)⌉ (1.5)

1



である。ここで、⌈•⌉は •以上の最小の整数である。
n(H)を誤差 δnで求めたとする。例えば |δn| ≤ 10−r(rは 5とか)で、n(H) =整数+0.865 · · ·
となっていれば、今の目的には十分である。ところで、n = n(H)付近で f(n)が誤差 δfのとき、

|δn| ∼
∣∣∣δf
f ′

∣∣∣ (1.6)

である。よって、

|δf | ∼ |δn|
n

∼ 10−r

n
(1.7)

である。ところで、

n0(H) := eH−γ (1.8)

は n(H)の近似解で、n0(H) ∼ 6× 1012である。よって、f(n)でO(n−2)の項は無視できる。
以上より、

γ + lnn+
1

2n
= H (1.9)

を解けば良いことがわかる。いま、

n = eδn0(H) (1.10)

と置くと、

δ +
1− δ +O(δ2)

2n0

= 0, (1.11)

δ = − 1

2n0

+O(n−2
0 ) (1.12)

を得るので、

n(H) = n0(H)− 1

2
+O(e−H) (1.13)

を得る。よって、

n(30) = 6000022499692.865 · · ·+O(10−13) (1.14)

なので、

N(30) = 6000022499693 (1.15)

を得る。
論文 [2]によると、3以上の任意の整数 kに対して、

N(k) =
[
ek−γ +

1

2

]
(1.16)

である。[•]はガウス関数である。
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A オイラー・マクローリンの公式
A.1 公式
オイラー・マクローリンの公式は、

n∑
k=m

f(k) =

∫ n

m

dx f(x) +
1

2
[f(m) + f(n)] +

2[M−1
2

]∑
l=1

B2l

(2l)!
[f (2l−1)(n)− f (2l−1)(m)]

+RM(m,n), (A.1)

RM(m,n) = (−1)M+1

∫ n

m

dx
BM(x− [x])

M !
f (M)(x) (A.2)

である。ここで、[z]はガウス記号 (zを超えない最大の整数)で、Bkはベルヌーイ数で、Bk(x)

はベルヌーイ多項式である。M = 1, 2のときは右辺第 3項の和は 0とする。ベルヌーイ多項
式は、

text

et − 1
=

∞∑
n=0

Bn(x)
tn

n!
(0 ≤ x ≤ 1) (A.3)

で定義され、Bn = Bn(0)である。例えば、0 ≤ x ≤ 1で、
B0(x) = 1, (A.4)

B1(x) = x− 1

2
, (A.5)

B2(x) = x2 − x+
1

6
(A.6)

などである。§A.3で (A.1)を示す。

A.2 応用
f(x) = 1/x, m = 1として、

Hn = lnn+
1

2

(
1 +

1

n

)
+

M∑
l=1

B2l

2l

(
1− 1

n2l

)
+R2M+1(1, n) (A.7)

を得る [1]。n → ∞とすると、

γ = lim
n→∞

(Hn − lnn) =
1

2
+

M∑
l=1

B2l

2l
+R2M+1(1,∞) (A.8)

なので、

Hn = lnn+ γ +
1

2n
−

M∑
l=1

B2l

2l

1

n2l
+R2M+1(1, n)−R2M+1(1,∞) (A.9)

である。最初の数項を見て、誤差項を無視すると、
Hn = lnn+ γ +

1

2n
− 1

12n2
+

1

120n4
− 1

252n6
+

1

240n8
+ · · · (A.10)

を得る。
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A.3 証明
(A.3)を xで微分すると、

t

∞∑
n=0

Bn(x)
tn

n!
=

∞∑
n=0

B′
n(x)

tn

n!
(A.11)

なので、
B′

n(x)

n!
=

Bn−1(x)

(n− 1)!
(n ≥ 1) (A.12)

を得る。これに f (n−1)(m+ x)をかけて積分して、∫ 1

0

dx
Bn−1(x)

(n− 1)!
f (n−1)(m+ x) =

[
Bn(x)

f (n−1)(m+ x)

n!

]1
0
−
∫ 1

0

dx f (n)(m+ x)
Bn(x)

n!
(A.13)

を得る。これを繰り返して、∫ 1

0

dx f(m+ x) =

∫ 1

0

dx f(m+ x)B0(x)

=
[ M∑

l=1

(−1)l−1Bl(x)

l!
f (l−1)(m+ x)

]1
0
+ (−1)M

∫ 1

0

dx
BM(x)

M !
f (M)(m+ x)

=
1

2
[f(m) + f(m+ 1)]−

M∑
l=2

(−1)lBl

l!
[f (l−1)(m+ 1)− f (l−1)(m)]

−RM(m,m+ 1) (A.14)

を得る。よって、∫ n

m

dx f(x) =
n−1∑
j=m

∫ 1

0

dx f(j + x)

=
n−1∑

k=m+1

f(k) +
1

2
[f(n) + f(m)]−

M∑
l=2

(−1)lBl

l!
[f (l−1)(n)− f (l−1)(m)]

−RM(m,n) (A.15)

となる。B2p+1 = 0 (p = 1, 2, · · · )より、(A.1)を得る。
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